Extension du “closing lemma” aux actions de R2 sur les variétés de dim = 3  by Roussarie, Robert & Weil, Daniel
JOURNAL OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 8, 202-228 (1970) 
Extension du “Closing Lemma” 
aux Actions de R2 sur les vari6tCs de dim = 3 
ROBERT ROUSSARIE 
Centre de Mathe’n~atiques de I’&ole Polytechnique, Paris V, Frame 
ET 
DANIEL WEIL 
Faculte’ des Sciences d’Ovl&ans 
Received April 30, 1969 
Soit V une variCtC saris bord de dimension 3 et de classe Cr (I > 2). Soit 
@ une action de !I? dans V, de classe CT; cette action est supposee &tre 
orientable et non dCgtnCrCe. Les orbites de @ sont des immersions de R2, 
W x Sr ou du tore T* = S1 x s1 (orbites planes, cylindriques, fermees). 
Le but de cet article est d’obtenir, pour toute orbite cylindrique et recur- 
rente (c’est-a-dire contenue dans un ensemble @ minimal), un resultat 
analogue a celui obtenu par Ch. Pugh dans le lemme de fermeture [l]. 
On designera par T1( V) le fib& tangent a la variete V et par F(V) l’espace 
vectoriel des CT sections de ce fib& au-dessus de V, muni de la Cl-topologie. 
On designera de m&me par T*(V) le fib& des 2-plans et par T2( V) l’ensemble 
des champs de 2 plans sur V munis de la Gtopologie. On notera par s(V), 
l’ensemble des actions non dCgCnCrCes de R2 sur V. 
On associe a chaque Clement @ E &a(V) un champ P@ de 2-plans, de la 
facon suivante: 
Pour Vrn E V, on pose p@(m) = d&O, m)[TOlw2] oii t E P, d,@ est la 
derivee partielle et T,,lw2 est le plan tangent a l’origine de R2. 
On suppose les Cr-topologies sur F(V) et 5T2( V) definies par des metriques 
notes 1 X, Y ICI pour x, y E %I( V) ou X2(V). On suppose egalement qu’une 
metrique est choisie dans V et une Cl-mttrique sur Diff(V). 
Les resultats s’enonceront de la facon suivante: 
T&O&ME 1. Si V est une van&? de classe Cr (r > 2), de dimension 3, 
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conzpacte et saris bard, @ une action de classe Cr de R2 dam V nou dt!gtGzt%e t 
orientable, telle que toutes les orbites ne soient pas planes, alors: 
Pour Y~E > 0, il existe me action Y de R2 dans V, de classe C’, telle que PY 
soit E - Cl proclze de P@, et admettant me orbite compacte. 
TI&OF&ME 2. Si V est me variete de classe Cr (r > 2), de dimension 3 
compacte ou non et saris bord; Cp une action de classe C” de R2 darts V, non 
degknnkee et orientable, telle que toutes les orbites ne soieut pas plaues, alors: 
(1) Pour toute orbite P, non plane et rkurrente et pour tout E il existe -me 
sous-varikte’ de V d$feonaorphe au tore T2, l -proche de l’ovbite P, telle que le 
champ de 2 plans tangents a cette sous-vat%% puisse dtre .prolonge en un champ 
SUI toute la varie’te’, E-F proche du champ PG. 
(2) Si V est @-minimal, aloes pour toute orbite P non plaue et pour tout E, 
il existe me action !P de R2 dans V, telle que P@, et PY soient E-F proches duns 
5?(V) et telle que Y admette me orbite fen&e E-proche de P. 
N.B. On dira que le tore plonge T2 est c-proche de F, s’il existe deux 
plongements h et g de 9 x [O, l] dans V tels que: 
h(9 x [0, 11) soit une sous-variete de r 
g(Sr x [0, 11) soit le tore T2 (g est une surjection sur T2) 
enfin pour Vt E S x [0, l] : dist(iz(t), g(t)) < E. 
D&aonstration du TheorBme 1 et de la pwtie 2 du ThLoreme 2. Si V est 
compacte et si tomes les orbites ne sont pas planes il e-xiste, soit une orbite 
compacte, auquel cas le probleme est rbolu, soit une orbite cylindrique. 
Dans ce second cas la fermeture de cette orbite contient un ensemble @,- 
minimal M. M n’etant pas une orbite compacte, M est la fermeture d’une 
orbite cylindrique recurrente. 
Si M + V, M est la fermeture dune orbite exceptionnelle et M est @- 
minimal, ce qui est impossible d’apres [3]. 
Ainsi M = V et toutes les orbites sont cylindriques et partout denses. 
Ayant constate ceci, la dkmonstration du Theoreme 1 et de la partie 2 du 
ThCoreme 2 se poursuit de la man&e suivante: 
On peut trouver deux champs X et Y lineairement independants, et com- 
mutants, definissant l’action, et un voisinage de coordonntes U diffeomorphe 
a s1 x [-1, +l] x [-2, +2] avec les coordonnees 6~ 9 x E [---I, +l] 
et x E [-2, +2] et oti les champs X et Y s’expriment par: X = a/ax, 
Y = ape, 
Les orbites de @ dans U sont les cylindres z = constant (c.f. [2]). 
La demonstration de Pugh [l] pour la fermeture d’un champ dans une 
variCtC de dimension 2 se transporte immediatement ici, en remplacant le 
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voisinage de coordonnees rectangulaires par le voisinage U, et les retours des 
orbites diffeomorphes 5 R par les retours des orbites de @ suivant les cylindres 
z = constant. 
A partir d’ici nous nous interessons a la demonstration de la partie 1 du 
Thtoreme 2. 
I. DEFINITIONS PR~LIMINAIRES 
Supposons que l’orbite de @ par le point p soit cylindrique. Cela signifie 
que le sous-groupe d’isotropie en p est de la forme: 
H,={nu~VnEEZ;uEuP). 
fix6 
Soit v un deuxieme vecteur de R2, lineairement independant du vecteur u; 
u et v determinent dans R” deux champs constants (done commutants) et 
lirkirement independants. A l’action Q, on peut associer les deux champs 
suivants de V: 
X = dt@(O,p)(u) et y = &w, P)(V) 
II est clair que [X, Y] = 0. Si x(t)(p) et y(s)(p) designent les actions de ces 
deux champs, il en resulte que: pour Vp E V 
@(= 4 tv, PI = 4t)[YN(P)l = Y~4[~w(P)l 
pour su + tv E Iz”. 
De plus l’orbite I’ de @, apparait formee d’orbites fermees du champ Y 
de periode Cgale a 1; cercles mCridiens d’un cylindre immergt, dont les 
gerkatrices sont les orbites du champ X contenues dans l7 
Soit c une orbite fermee du champ Y contenue dans r. On suppose mainte- 
nant que r est un ensemble @-minimal. On a alors le resultat suivant, 
justifiant la denomination d’orbite recurrente pour P 
LEMME I.1 (cf. Rosenberg [2]). Pour tout U(c) voisinage de c duns V et 
pour tout t, , il existe t > to tel que x(t)(c) C U(c). 
L’action @ Qant orientable, il existe un champ N transversal L @ (par 
exemple, le champ N de norme 1 et orthogonal au champ de plans P@ pour 
la metrique choisie sur V). On dbigne par n(u)(p) son action. 
Soit A, = (n(u)(c) 1 --o( < u < a> oti a! est choisi suffisamment petit pour 
que A, soit diffeomorphe B 5’, x [--a, fol], ce qui est possible puisque @ est 
orientable. 
On parametre c iu~ S, par 0 E [0, l] tel que a/M = YI, . 
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On suppose egalement 01 sufhsamment petit pour que les diffeomorphismes 
locaux d’holonomie soient d&finis des segments 
(0) x [--TX, +a] dans (0) x [---a, +a] pour ‘~‘0 E 10, I]. 
(On considere l’holonomie au-dessus des arcs 08 de c, dans le sens de l’orienta- 
tion du champ Y.) 
On definit maintenant: 
uo = MW,) I -p < t < +fl en choisissant fi 
suffisamment petit pour que U,, soit diffeomorphe a A, x I]--$, +/I]. 
On appellera retours, les intersections de F avec A, , qui sont diffeomorphes 
a 9. L’ensemble des retours de r sera note D. 
Soient c’ et c”, deux retours de T distincts et distincts de c. (Ils existent 
d’aprb le Lemma 1.1.) Les deux retours c’ et C” definissent un domaine A 
de 4, diffeomorphe a s1 x 1. On supposera que c, c’, E” sont tels que: 
aA zzz cf u cm c C A (Au besoin en redefinissant c, cl, c”.) 
On introduit sur A des coordonnees (0, z); 0 E [0, 11 et .z E E-1, +1] tel 
clue 
c={pEAjz(p)=O} 
c’ = (PEA j z(p) = -1) 
cn = {PEA 1 z(p) = l} 
et tel que: a/% = N (ceci quitte a multiplier N par une constante) et 
??\a@ = Y sur l’orbite c on designera par RBO = (p E A 1 6(p) = 0,). 
On designera par ~(0, z) les diffeomorphismes induits par l’holonomie: 
Y(R 4 = Y&4 : Rll -+ R, definis plus haut. (Pour tout 8, ~(0, z) est une 
application surjective par construction). 
y n’est pas defmie sur A mais sur [O, I] x [ -1, + l] car, a priori 
IdR, = (0, z) et y( 1, z) d ff i Comorphismes de R. sur R, et R, = R, sont des 
diffeomorphismes distincts. 
Done ~(0, z) : [0, l] x [-1, +l] + Ii, N [-1, +l]. 
11 est clair que (0, ~(6, x)) est une immersion Cr de [O, l] x [ -1, +-1] 
dans A. 
Par ailleurs, appelons p la projection de U, sur 4,, et U l’image reciproque 
p-IA. Quitte a modifier le champ v de W, on peut supposer que: U diffko- 
morphe B A x [-2, +2] avec dans U : X = alax en introduisant dans U 
les coordonnees (x, 6, z) : XE [-2, +2], 0~ [O, l] et ZE [-1, +l]. 
Notation. Sip est un retour de I’, on notera p(S) la valeur de x telle que 
dans A : (0, p(e)) = R, I? p intersection unique de R, et dep. 
p(B) est une fonction periodique, de periode 1. 
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II. QWLQUES PROPRIET~S DES RETOURS 
Dans cette partie nous precisons la position relative des elements de D. 
Ceci implique, au prealable, la definition d’une distance sur D. 
DEFINITION 1. Soient deux retours p, 4 dans A (i.e., p, q E D). Distance 
de P 2 q = I P, q I = SUPS~IO,II PM do) en notant p(8) q(B) = 1 p(S) - q(0)l. 
On d&nit, par ailleurs, une relation d’ordre totale sur D. 
DEFINITION 2. Soient p et p’ E D. On dira que p est strictement inferieur 
Zip’, et on noterap < p’, si, et seulement si, pour X0 E c et t et t’ verifiant 
i 
4t>(xo> E P 
x(t’>(~o) E P’ 
on a t < t’. 
(I1 est clair que cette propriete est independante du point x0 de c.) 
LEMME II.1 (C. Pugh [I]). Soit r me orbite cylindrique et rhmente de 
l’action CD. Pour tout v > 0 etpour tout A, 0 < h ( 1, il enistep et q appartenant 
2 D, qui vhijient les conditions: 
(lo) I P, c I < “9 I 4, c I < VY P < Q 
(29 ‘v’r E D tel que p < r < q on h: 
lP,rl >VP>c7/, I%‘1 >XP,d. 
(Les notations sont celles du $1.) 
Preuve. Comme l’orbite est recurrente, on peut choisirp, et q. appartenant 
i D, tels que 
1 p, , c I < $v( 1 - A) et I q. , c I < &(l - A) avec p, < q. . 
Si (p, , qo) verifie (29, on choisit le couple (p, q) = (p, , qo). 
Si le couple (p, , qO) ne verifie pas (2O) alors il vient: 
(a) 3 E D tel que 1 p, , y I < h I PO , q. I et PO -=c r -=c q. ; et on pose 
(Pl9 !71) = (PO 3 r), ou 
(b) 3rED tel que ~qo,rl\<h~po,qO~ etpo<r<qo; et on pose 
(Pl 3 d = b-9 40). 
On recommence avec le couple (p, , qJ et on obtient ainsi une suite de 
couples (pi , qi). Cette suite a un nombre fini de termes, car A est compacte 
et transversale B T’ et de plus pour tout (pi , qi) de la suite p. < pi < q0 , 
PO G qi d 40 . 
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Ainsi dkfinie, la suite (pi , qz) va de (ps , 4s) a (p,, f q,,J. Trivialement, le 
couple (P, , ch) verifie la condition (20) (11 est d’ailleurs possible que il 
n’existe pas r E D tel que p,?, < r < qm .) 
Demontrons que le couple (pm , q.>%) verifie (lo): 
On a: j pi , qi 1 < hi 1 p, , q0 I. Definissons une suite ui par o, = p, 
u+~ = p, si P,-1 = Pm 
s+l = qnz si Pm-1 = 4m 
et ainsi de suite jusqu’a cs qui est &gal, soit &p,, , soit $ q,, . 
I1 est clair que l’on a alors les inegalites suivantes: 
I ui+1 > %I ~.AlP,,qi~- 
Done / qi+r , ui / < hi+l ( p, , q,, / < Ai+l $u(l - A) et c,,, = p, 
m-1 
il vient : 
1 p, , c 1 < g&(1 - h) & + $u(l - V) = &(2 - h) < v. 
On demontre de m&me que ] c, qm 1 < Y et on prend (p.,, , $,,J pour le 
couple (P, !?) ce q ui acheve la demonstration du Lemme 2.1. 
Notations. Dans B, on appelle couronne de centre p E D et de rayon Z(6) 
et on la notera C(p, Z(B)) 1’ ensemble des points (2, 13) E ,4 tels que [ zp(Q = 
( z - p(B)/ < I(6) et on prendra pour deux elements p et q appartenant B D 
SV(p, q) = c (p, 1 p@);q@) 1) u c (q, 1 p(8);q(0) I). 
LEMME IL2 (Quasi homothetie des retours). Soit Tune mbite cylindrique 
et rkurrelzte de l’action Q, (de classe r > 2 ici, et non Y > 2). 
Pour tout E > 0, il existe T(E) tel que pour tout p E D il e&e u~z aoisinage 
F(p) de p dam A, qui vh$ie les conditions 
(lo) Vq E D tel que q n V(p) # m alors qcV(p) 
PO) C(P7 -f?kN = VP) 
(30) Vq, q’ ED tel que q et q’ coupent V et VB, 8’ G [0, l] 
on a: 
(En utilisant Zes notation du $1, et notamnzent / p(0), q(@)j = 1 p(6) - q(o)! 
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Preuve. Notons a(e, z) = ay/&(B, z) en prenant pour ~(0, z) la fonction 
de [0, l] x [- 1, + l] definie prCcCdemment ( $1). D’apres les hypotheses 
sur @ et r, ~(0, a) est au moins Cl sur [0, l] x [ - 1, + l] et de plus ~(0, z) # 
O(y(0, z) est un diieomorphisme [2] et garde un signe constant (@ est 
orientable) suppose positif). 
La compacite de l’ensemble de definitions de y permet alors d’ecrire: 
En developpant r(8, FZ) en .a, on obtient: 
pour un a’ E [z, a,]. 
Choisissons alors ~~(6, ai) tel que: 
1 - e/4 < !?!-Z! < 1 
ai + 9 
et s < 1 + E/4 
2 1 
et choisissons vi tel que: $VI~, < c1 < ai . 
11 en &s&e que pour z E [.za - v1 , z, + Q] et pour tout z, E [ - 1, + l] : 
Done pour tous z, et zs E [.a0 - 17 r , a, + Q] et pour tout a, E L-1, fl] 
on a: 
ai - Cl bl - %) 744 4 - de, 4 % + El (3 - 4 
f% + El (x2 - %J) G 20, x2) - 746 4 G ui - El (x2 - .qJ * 
D’apres le choix de Ed’ on peut Ccrire: 
En ecrivant I’inCgalitC ci-dessus pour une autre valeur quelconque 0’ de B 
et en comparant les deux inCgalitCs ainsi obtenues on a: 
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Ce qui donne le r&&at (30) en notant comme prkcctdemment: 
I P(@) !#)I = I I@, 4 - 746 %)I 
I PC@) 4V)l = I I44 4 - Iv, %I 
pour p, q E D. 
Par ailleurs on prend V(p) = V(z,) = u ~(8, Z, $: ~~(6)). v(p) ainsi 
d8inie verifie la condition (10) par construction. 
En remarquant la continuite uniforme de ~(0, x), on obtient par ailleurs: 
ME) tel we Y-V, .4 i 7(c) C P(e, 4 & ~(4 V6 E P, 11. 
Ce choix de q(e) est ainsi independant de z,, . 
Cette valeur de 7 determine une couronne de z, contenue dans 
Y(zO) = V(p), ce qui termine (par la conclusion (29) la demonstration du 
Lemme 2.2. 
En associant les resultats des Lemmes 2.1 et 2.2, on peut Cnoncer le thko- 
r&me suivant qui traduit le fait que I’on peut toujours trouver deux retours 
p et Q de telle sorte que tout retour intermediaire (intervenant dans le temps 
entre p et q) se situe en dehors d’une courom~e contenant 5 la fois p et q. 
T&OR&Z 11.3. Soit r me orbite cylindrique et rhrre~te de @ et c le 
retour de A d@ni dans le $1. Pour tout Y > 0 il existe p, q E D tels que 
iP,cl Cv 
IPYQI <v 
Pcq 
etb’rEDtelquep<r<qonarnW(p,q)=@,. 
Preuve. Soient v > 0, 4 < h < 1, E tel que (1 - E)A > t et enfin 
v0 < inf(v, 7~(~)/2) (q(c) Ctant d&m pour le Lemme 2.2.) 
Soient p et q(p < q) les deux retours determines par le Lemme 2.1 pour 
les valeurs de v,, et h choisies ici. On peut C&-e (2.1): 1 p, Q 1 < q(~)/2. Soit 
alors un retour r tel quep < Y < 4 et considerons la valeur 0, de t? qui v#ie 
la distance de p a q: 
et la valeur 8, de @ qui verifie la distance de p a r: 
D’apres 2.1, on peut Ccrire: 
1 P(4) r(QI > Us 4) = h I PC%) d4Jl > h I p(4) q(~,)l 
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Ayant choisi E d’etre tel que (1 - l )h > i on doit avoir, d’apres le Lemme 
2.2: (I P, Q I < 1(W): 
I P(e) @>I 
I P(e) m 
> 1 ve E P, 11 
2 
et de m&me: 
I cm @>I > 1 
I PM da 2 
ce qui donne bien, d’apres la dCfinition de W(p, 4): r n W(p, 4) = a. Ces 
deux inegalites entrainent que r est en dehors de l’union d’une couronne de 
centrep et de longueur >Q 1 p, 4 j et d une couronne de centre q et de longueur 
>iIP%ql C.Q.F.D. 
III. THBORBME DE LINI?ARISATION 
DEFINITION 1. On &signera pas ci le ieme retour retour de .F, 2 pa&r de c 
pour l’ordre (<) introduit dams le paragraphe II. 
Les orbites de X7 d@zissent un dz$%omorphisme de c sw ci : 
(4 4% -+ c&(4 49Ji,-(m 
que l’on peut reperer uniquement par sa partie angulaire 
Designons pas hi(O) l’arc d’orbite de X entre (0, c(O)) et (vi(O), c,(~~(e)). 
Pour tout 8, l’holonomie induit au-dessus de ki(6) un diffeomorphisme 
local au voisinage de zero, entre R, et 
R,i co) : z + C.&i(e)) + (Q’(0, z) oil vi’(B, 0) = 0. 
Finalement, il existe une couronne V, de c dans A, et une couronne Vi de 
ci et un diffeomorphisme cT: V,, -+ Vi note cP,(B, z) 
WA 4 = c?%(Q 4P44) + Vi’(4 4) 
que l’on appellera diffeomorphisme d’holonomie au voisinage du i&“” retour. 
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I1 est clair que @,(B, x) est cr par rapport & la variable z. Pour vkrifier que 
dii est CT globalement, notons que: 
021 y-l est l’inverse par rapport 5 la variable z, 0 &ant fix& 
Car les deux membres de l’Cgalit.6 sont l’kriture des dif&morphismes 
d’holonomie au-dessus de deux chemins de I’ homotopes entre eux. 
La diffkrentiabilitk de Gi rksulte alors de celle de y. 
DI?FINITION 2. On dira que le diffkomorphisme ~~(0, x) est localement 
1inCarosC de V, dans Vi pour le systkme de coordonpks U si: 
9;(e, .g = ui(e) x pourtout (4 4 E v, 
(oh ui(0) est pkiodique en 0. En fait n,(B) = +~/&(B, 0)). 
Avec ces notations, le thCor&me de linkarisation s’knoncera ainsi: 
THI%OF&ME 111.1. @ btarzt cowz~w duzs Ze tUo&ze 02 (Notation du I). 
Pour tout E et pow N, il existe un d@omorphisme W: V + V de classe r-1, 
tel que: 
(a) H est ++-proche de Id, 
(b) H = Id SW (V - V) UEO c+ x [-2, $21 
(c) II existe L, ... L, voisinages disjoints de c, cl ... cN tel que l’action 
Hds dkjkiepar H@(t, X) soit localement linkaire deL, dansLipozw i = (I,..., -N). 
La dkmonstration de ce thCo&me nkcessite 3 lemmes que nous allons 
maintenant prksenter: 
LEh,%ME 111.2. soit K(v) = [-Y, +v] M int~v&!e j&me et c(v) = 
K(v) x E-2, +2] de coordonnLes (x, t), x E K(U) et t E [-2, +2]. 
Soit g: K ---f R une application @&entiable de classe Y plus grande ozl gale 
?t 2(2 < r < co) tel que 
g(O) = 0, 2 (0) = 1 et $x + 0 sur KW 
AZors VE > 0 3K(p) = [-p, +p] C K(v) et 3H : c(v) -+ C(V) 
H(x, 4 = Wx, 9, 4 
tel que: 
H soit un dt#komorphisme de classe cr 
I Ii 14(v) loww)) < E 
I H, Id,,, Icwv)) = 0 
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c’est-&dive: pour tout (x, t) E & : 23(x, t) = (x, t) 
dH(x, t> = (; ;, et aw/(axat)~(x, t) = 0 2 < s < Y 
G(x, t) = g(x) pour tout (x, t) E IQ) x [ -1, + I]. 
M.B. Pour Z, K applications cr de c(v) -+ C(Y), on definit: 
Dhonstyation. (a) On construit une fonction 9, de classe c”; q~ : [0, 11 + 
[0, l] telle que ~(0) = 0, ~(1) = 1 dc”+3(0) = C+J( 1) = 0 pour n 3 1 
on pose: 
c sup 1 p’“‘(t)l = K 
sQr tE[O.l] 
enfin, pour 
o<t<1 q’(t) > 0. 
E choisi, on prend 0 < TV < p. tel que pour tout m E K(po) et done pour 
tout m E IQ): 
j g(m) - m / < inf(6/2K, E) et j g (4 - 1 j < inf(e/2K, E) 
On d&nit alors Go , restriction de G B KQ x [-2, +2] par: 
Go&, t> = [l - & + 31~ + p(t + 2) g(x) pour (x7 t) E K(P) x l--2, - 11 
Gob% t> = gw P our (x, t) E.F+) x[-1, +l] 
Go@, t) = [l - cp(t - 2)]x + cp(t - 2) g(z) pour @, r) E+) x [+I, +21. 
I1 est clair que Ho ainsi defini est e-cl-proche de Id,(,) et pour t = 32 et 
(b) On cherche 3 prolonger Go par une fonction Gr(x, t) de classe Y au 
moins definie sur G(u) - c(p) tel que: 
Go et GI comcident ainsi que leurs d&i&es premieres sur {x = -J-p}. 
Gr est c/2-cl-proche de Id[,(,)-,(,)I . 
Gr coincide a l’ordre 1 avec l’identid sur a[c(v)] et a l’ordre Y pour 
t = &2. 
On va dCfinir Gr dans [Jo, ~1 x E-2, +2] - Gr sera definie de la m&me 
man&-e dans [-Y, -,u] x [-2, +2]. 
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Posons 
ces fonctions sont c” en t. 
On cherche Y&x, t) = G&x, t) - x sous la forme d’un polynome du 3’%“” 
degre en x, Q coefficient d&pendant de t et ~1 
avec les conditions: sur a, , aa , a, , a, . 
Posons E(t, p) = (a(t, p) - p, 0, ,B,(t, p) - l,O). Les conditions s’ecrivent: 
45 4@3 > a2 7 al, 4 = 44 P)- 
La matrice A(p, V) est evidemment inversible, d’oti: 
(%,a, I a,,qJ = Jq/h v> @, p) (2) 
done le vecteur (a3 , a, , a, , us) = (u) est une fonction continue en (t, p) et 
c” en t. 
11 est clair que (a) -+ 0 quand p -+ 0 et ceci uniformement en t (3). 
Considerons Y&z, t, p) comme un polynome en x defini sur [0, v]. 
11 est clair que: pour que j Yl,(x)], 1 aYJ&c,(x)I soient inferieurs St ~12 sur 
[0, V] il suffit que j u(t, p)l = CiSO 1 a,(t, p)] < ~(42) pour un certain q et 
en vertu de (3), il suffit pour cela que: 
P -c k&d et t quelconque. 
En resume: 3~~ tel que pour p < p1 , la fonction G1 definie par 
G, = X + Yl(t, x, p) verifie les conditions imposees sauf peut-&re la majora- 
tion de la derivee: aG,/at or: 
et: 
au. 
( ) -L at = 44 4 ($, 0, J!&, 0) 
comme 
&/at et a~lji3t tendent vers 0 avec p, uniformement en t. 
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11 existe done ps : tel que pour 0 < p < ps 
11 suffit done de prendre 0 < p < inf(p, , h, ps). Alors, en prenant 
H’(x, 6 = (G&t, 4, t) pour (x, 9 E 44 
H’(x, t> = (G(t, 4, t) pour (x, t) E c(u) - c(p). 
H’ est un diffeomorphisme C(V) + C(V) de classe cl; 
H’(x, t) = (G’(x, t), t) tel que I H’, Id IC’MVN -=c 4 
w’ est cT partout sauf sur les segments ouverts x = j-k 
H’ est Cgal B l’identite en valeur et dCrivCes jusqu’a l’ordre Y pour 
t = -&2, mais seulement a l’ordre 1 pour x = f~. 
Enfin, pour x = -J-p les discontinuites des d&ivCes deuxiemes et plus 
n’ont lieu que pour les d&i&es du type @G’/axSl atsz pour s, > 2 car H’ est 
coo par rapport a la variable t. 
(c) On cherche G sur C(V) - c&) de classe cr et tel que: 1 G, Gr ICI < e/2, 
G est Cgal a l’ordre Y a l’identite sur &T(V) r\ (C(V) - c(p)) et G est egale a l’ordre 
r a G, sur les segments {x = -J-pG). 
D’une facon Cquivalente, on peut chercher F = G - G1, astreinte 
(dans le domaine [-2, +2] x [EL, V] par exemple) aux conditions: 
F est e/2 - cl-proche de zero 
E(p, t> =p”(t) - $$ (p, t)= a”(t) 
g (u, t)= - z (Y, t)= P(t) 
et F = 0, dF= 0 sur a44 u (F-2, +21 x [P, 41. 
Renzmpue. Par construction as(t) et b,(t) sont des fonctions telles que: 
g C-2) = gg (2) = gg (2) = g (4) = 0 
pour 
n>l 
il en resultera, avec les conditions sur F, que G = Gr + F complete par G,, 
dans [ -,u, +,u] x [ -2, +2] sera c-proche-de l’identite et sera Cgale a l’identite, 
a l’ordre r sur &Z(V). (Les conditions de raccordement pour les d&i&es rectan- 
gulaires: @/a*1 atsz resultent des conditions imposees sur les &rizks car&es 
as/ad.) 
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Posons: 
MS = sup 
fE[-2,+$] I 
On a besoin du rksultat suivant: 
LEMME 111.3. Pow tout 7 et pour tout s 3 2, 27 existe unefonction vS , c”, 
de [p, v] & valew dans R, telle que 
et 
p)&) = * ** = lpy’(p) = 0, Ypw = 1 
Ip,p’(v) = 0 pour tout n > 0 
I %(X>l < rl; I P,‘,“(X)1 < ?1 pour ‘dx E [p, v]. 
Cel& &ant, posons 
4(x, 4 = 44 cpd4 + b,(t) #Ax) 
avec 
et ‘p2 telle que 
il est clair que Fe et dF, = 0 sur le bord de [-2, +2] x [,u, v] et que 8zF,/h” = 
az(t) et b,(t) pour x = p et v 
SW le bard de [-2, +2] X [I", v] on Pose 
$(t) = a3(t> - b&t) = b&j - $ (v, t) etc. 
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et on recherche F3(x, t), ~/4iW~(r - 1) - cl-pro& de zt%o et telle que F3 , 
dF, = 0 sur le bord de [-2, +2] x [p, v], a3F3/ax3(p, t) = S3(t) etc. (les 
conditions analogues ir: celle de F, , mais 2 l’ordre 3). 
On construit ainsi de proche en proche FI , Fz ,..., F, et on pose: 
F=F,f...-j-F,. 
Alors F est 42 - cr proche de 0, et verifie les conditions CnoncCes plus haut. 
11 ne reste done plus qu’a demontrer le lemme 111.2: 
Apres un changement de coordonnees, on peut supposer p = 0 et Y = 1. 
Soit x en fonction cm definie sur [0, I] et telle que x(“)(l) = 0. (Par exemple 
X(x) = el/x-l). 
Supposons que x(O) = 1 et que 1 T\(x)1 < K, j x(‘)(x)/ < K, E donne, soit 
X,(x) une fonction cm sur [0, l] telle que: 
et 
h,(O) = 1 h,(l) = 0 h(x) 2 0 
definissons 
d’oh 0 < X,-,(X) < e/2K et ainsi de suite, on definit par integrations 
successives: h,-, ,..., X, , ho = h. 
La fonction A(x) est telle que: 
I +4I d 42K 1 P(x)1 = 1 h,(x)/ < E/~K 
et 
A(O) = . . . = ply()) = 0 A’“‘(O) = 1. 
11 suffit maintenant de poser: vS(x) = x(x) h(x) alors: 
I dx> I = I w I I WI d 4 < E 
et 
1 @‘(x)1 < 1 X’“(x)l 1 X(x)1 + 1 x(x)1 / A(l)(x)1 d 2K & = E 
Enfin, pour 0 < Y < s, 
pf)(O) = i c,wyo)x~-k(o) 
k=O 
comme 
P(0) = 0 Pour 0 < K < r < s : cpy(o) = 0 
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et 
enfin 
qJy(o) = x(qj) . X(0) = 1 
pF’(l) = 0 pour Qn > 0. 
LEluhlE 111.4. soit c le cede de [w2, de rayon p, centrk & l’origine. 
Pour les points au vtiinage de c on introduit les coordonnies 0, x comme phs 
haut (partie I). Soit K,(y) = c X [-v, +v] et en cons&rant iR2 C R3 on 
con&d&e C,,(V) = K,(v) x E-2, +2], cz(v) sera rep&e par les coordm&es 
x F t-2, +21, e E 10, 11, x E [-v, +v]. 
Soit A(@, z) = (O,f(O, z)), h: K,(V) + CXR tel que h soit de classe c’, de 
rang 2 et soit iq’ectif (Y > 2) 
c’est-&dire 
h,, = Id dii,, = Id 
h(6,O) = (0, 0) et dh,, = 
1 0 
= ! 0 1 1’ 
Alors QC 3~ < v et H(x, 8, Z) 
H(x, 8, z) : q,(v) -+ c‘,(v) 
(1) H(x, 19, .z) = (x, F(x, 0, z)) est un cT di~~omorphisme. 
(2) II = Id, 6 l’ordre Y pour les points de &z~(v). 
(3) si ~.,(Ju.) = c x I-p, +pl x L-2, +21 et K,(P) = c x [--P, +I 
H (x7 0, z) 
Kp(~) x [-1, +l]= ‘(” + 
Preuve. La dkmonstration est similaire 8 celle du Lemme 111.1, en tenant 
compte de la variation de t9 sur le compact [0, 11. 
Nous sommes maintenant en mesure de dbmontrer le &&or&me 111.1. 
Soit lV fix& On peut supposer que les voisinages V, 0.. V, d&inis page 210 
sont disjoints 2 g 2. 
Pour Vi E [l, N] on a dCfini 
a(4 4 = bm, 4944) + de, a 
On pose: 
49 = az 
+iCe, x) e = 0 
i 
. 
A noter que si CD done les ‘pi sont de classe Y, a$(@) est de classe Y - 1. 
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Posons: 
et considerons les applications de classe I - 1: 
h@, z) : vi -+ A : hi = &p;l 
E Ctant fix&, le Lemme III.4 fournit un diffeomorphisme de classe r - 1 de 
Vi,x[-2, +2] -+ Vi x [-2, +2], E - cl proche de I’identite pour le sysdme 
de coordonnees u. 
On definit un diffeomorphisme global de V en posant: 
H = Hi sur 
H = hi? sur 
vi x [--2, +4 
v- 6 vi x [-2, +21. 
6-f 
A chaque Hi , d’apres le Lemme III.4 est associe un voisinage I’,’ de ci 
Vi C Vi tel que Hi = hi sur Vi’ x [ -1, 11. 
On choisit L, , voisinage de c tel que: 
Si Yi(B, z) est 1 e I d’ff Comorphisme induit par l’holonomie au voisinage du 
ihmme r tour pour l’action Ha, il est clair que Yi est defini sur L, . On pose 
Li = ?&(L,). 
Alors, par construction: Yi(B, z) = qi(B, x), ce qui acheve la demonstration. 
&marques. III(a) H &ant un diffeomorphisme c’-l, H@ est une action 
cr-1 de W dans V, qui admet par p E c une orbite recurrente, contenant c et 
dont les N premiers retours sur A, sont c1 0.. cN . 
III(b) Si X, Y definissent l’action @; dH(X), dH(Y) sont deux champs 
commutant definissant l’action HSP. 
De plus X et Y &ant fixes, H + (dH(X), dH(Y)) defmit une application 
Diff(V) + (%I( V) x P(V)) qui est continue, si l’on suppose Diff(V) et 
S?‘(V) munis de leur topologie Cl. 
IV. REPLIQW LINEAIRE ET “MINIMUM LIFT” ([l], [3], [4]) 
Soit W decrit par un systeme de coordonnees (x1, x;?, xa) et (p, 0) les coor- 
don&es polaires du plan x, = 0. 
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On definit 
c, = ((x1 , p, e> ! x, = 0, p = r > l} 
r etant donne, on d&it dans le plan x1 = 0 sans le. point (0) la coordonnee 
z == p - T. 
On obtient ainsi un systeme de coordonnecs valable partout sauf a l’origine: 
(z, 0, x) avec x > -r, 8 E [0, 11. 
On note alors: 
Fr = {(z, 8, x) ( x = 0 et --I < z < $1) 
G~=={(z,~,x)~xE[~,~],zE[-1, +I)) 
Considerons une fonction f de 5P dans R qui a [-1, + 1] x [0, I] comme 
support, telle que f > 0 & Z’inte’rieur de [ -- 1, + l] x [0, 1 J et enfin, telle que 
f < I, afpx < 1, afpz < 1. 
On peut ainsi definir une fonctionfr de GY dans R avecf,(a, 8, x) = f(z, x). 
Avec les notations definies au $111 soit S = c@(0), b(O)) x [0, 11 pour une 
fonction b(e) : [0, l] -+ R, b(B) < r(e). 
D~INITION. On appelle replique lineaire de f sur S la fonction fs de S 
dans IF4 definie par: 
f,v, 4 4 - wf ($$j@ ,4 x). 
LEnixnz IV.1 (“Minimum Lift”). Pour tout E, soit 
h$ot du champ (~Js,O,l) ( corn osante P du champ suivant les coordonn&es 
(z, e, x)). On pose: 
m(0) == min[#(l, (z, 8, 0)) -- z] 
Alors il existe K( fry) indipendant de Y, tel qw m(0) 3 &b(B). 
Preuve. 0 &ant fix6 la demonstration du Lemme 111.1 de [I] s’applique 
trivialement. 
V. D~ONSTRATION DU T&OF&ME (PARTIE 1) 
La demonstration proprement dite du theoreme se fera en trois etapes. 
Nous commencerons tout d’abord par lineariser localement l’action @ sur un 
nombre N fini de retours. L’action Y ainsi determinCe &ant repCr6e Q partir 
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de deux champs de vecteurs (X1 , Y,), nous approximerons d’une man&e cl 
le champ X1 par un champ x’ dans la deuxieme &ape, le champ Y1 par un 
champ Y’ dans la troisieme Ctape, de facon B ce que (X’, Y’) d&-&sent un 
champ de 2-plans verifiant les conclusions du theoreme. 
Pour definir plus precisement la notion de “cl-proche” sur l’ensemble des 
champs de 2-plans (3?(V)) nous utiliserons le resultat suivant, ayant choisi 
une cl topologie sur %l( V) et une c1 topologie sur ?F( V): 
LEMME V.l. Soient X et YE x’(v) deux champs de vecteurs linkairement 
indtpendants de V. Pour tout E > 0 il existe ~(6, x, y) tel que, si P(X, Y) est le 
champ de 2-plans engendre’ par X et Y, et si X’ et Y’ sont tels que: 
on a: 
(1) X’ et Y’ sont linbairement indt$endants. 
(2) Si P(X’, Y’) E x2(V) est le champ de 2-plans engendre’ par X’ et Y 
I pw, y’), WC Y) . ..> I -G1@(d) E. 
(A) Linbarisation locale de l’action QI 
Soit une orbite r de l’action @ definie comme dans les hypotheses du 
theoreme. 
Partant de l’action @, le Theoreme III.1 (Linearisation) nous donne une 
action Y, locale linearisation de @ pour N premiers retours (en A). Y ktant 
definie a partir d’un diffeomorphisme H, notons H(X) = X1 et H(Y) = Y1, 
les deux champs de vecteurs sur V qui definissent F. D’apres le ThCo- 
rbme III. 1 on peut choisit H de telle sorte que 
Le champ 2 orthogonal a (X, Y) est encore transversal 5 (X1 , YJ et de 
plus on a: 
x = x1 dans V-LUR 
Y = Yl dans v - u. 
Nous allons prendre ici Y, la locale linearisation de @ pour les N premiers 
retours avec N > 2/K77 (K defini dans le $IV). 
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Par construction du champ Y nous savons alors que les N premiers retours 
de @ coincident avec les hT premiers retours de Y, et que Y admet une orbite 
rkcurrente passant pas c (le retour ‘W). 
(B) P-Approximation du Champ Lin6arisP X, 
Soitnt done C E D, le retour “0” et 0 < v < inf(y/2), 4 ) C, ZL,, I); L, , 
Ll *.. L, &ant les voisinages de linearisations disjoints definis dans le §III 
(yi(LO) = Li) iE [l, hr] 
Le Lemme 11.1 applique a c, h = .i- et v nous montre l’existence de p, 
q E D qui verifient 
IPPCI <v 
1 q, c j < v 
PC9 
et Vr E D, p < r < q, r n W(p, q) = ia cette derniere condition donnant 
par ailleurs les inegalites: 
i P, T I > 4 I p, 4 I jq,‘j >*lP,qi. 
Les fonctions Yi &ant definies pour i E [l, IV], notons pi = Yi(q), 
Pi = yi’,(P) et W? = i Pi(e) #9l. 
Enfin, si l’on note Wi -= W(p, , qi), i E [i, N], la 1inCaritC de Yi et le fait 
que W, C I,, entrainent Wi = Yi( Wa) pour i E [l , NJ. 
Par ailleurs, dans U L- {(z,8, X) i z E [-1, +l], 0 E’ [O, I], x E [ -2, +2] 
on prendra les notations suivantes: 
Si = {(z, 19, x) E U/(z, e, 0) E Wi , x E [0, l]} 
wit = {(z, 8, X) E U/(X, 8, 0) E wi , x = 1). 
Avec la definition de fs prise dans le §IV (Lemme IV.l), considerons la 
fonction suivante: 
si 9iCe) < pi(e) 
d,cx, 8, x1 = 
I 
$,(G 4 4 & 
- gf&, 8, X) g si de) > Pi(e) 
(11 faut remarquer que si 3e, tel que qi(eo) < p,(e,) alors qi(e) <p<(e) ve.) 
On a ainsi: 
(1) La direction de di est celle qui va de qi B p, . 
(2) Supp(d,) = ,!$ par construction de di . 
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Si on choisit initialemmt 9 C 4, d’etre tel que Vp E D ap(8)/aO ( q/5 
(La metrique sur A Ctant celle dtfinie au $1 sur U,, fix6 une fois pour toutes). 
(Ce choix de A est possible car, en consider-ant la fonction ~(0, z) a x fix& 
onap(0) =xet 
p(*o + se> 1 
et 
On verifie que 
Pour u E [0, l] soit 
= r(4 + w z) done 
(e,,d 
!$ (e, , 0) = 0. 
on verifie de m&me que 
IA”1 $47 
et que 
SuppAO= &St. 
i=l 
Nous allons montrer que le champ X1 + Au = X’, pour un certain 
p E [0, 11, am&e tous les points de p en tous les points de 4 ce qui se traduit 
par le fait que l’orbite cylindrique determine par 2 et par X, + A& pour un 
certain p E [0, l] se referme en 4 (Tore). 
Soit A’ la “projection” de A sur x = 1 i.e.: A’ = ((z, 0, 1)/(x, 0,O) E A} 
et notons J& la “projection” de H7{ sur IKi’ en x = 1, i.e.: 
Si (z, 8,O) E W fli(z, 13,0) = (x, 0, l), et enfin &(o) le diffeomorphisme 
de Wi sur Wit defini par le flot du champ X, + Au 
On definit par recurrence la fonction ai de W,, sur I& : 
“o(u) = i&V0 
Par ailleurs, on dira qu’un retour y E D est homothetique B deux cercles p 
et 4 si, et seulement si 2, tel que 
I A*> P&Y = &) 
I 4w Pm 
ve E [O, l] 
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11 est clair que les applications ai(o)(u E [0, 11, i E [I, M]) conservent la 
proprieti: d’&tre homothetiques (i.e.: L’image par ai de y est homothetique 
aux cercles pi et &. 
Enfin, on prend les notations suivantes: 
On a ainsi l’equation d’un cercle de type qi(a) reperk par rapport B ses 
points qi(6, u) : f&u)(B) = ~~~(0, u).
La conservation de la propriete d’homothetie par ai nous permet de 
raisonner pour 8 fix& 
On obtient l’une des deux possibilites suivantes: 
&i(% 4 E [P,‘(e)> siwl 
Vi E [0, N] 
Vu E [O, l] 
30 E [0, 1J et 3i E [0, N] tel que Piw E kiV)% hGJ, 41 @j 
Nous montrons que (a) entraine une contradiction; en effet, si (a) est vraie, 
la linearit& entre I4$’ et IYi+a (de ai( nous donne: 
4&J, 0) E [Pm? %@91 Vi E [0, N] 
La linearit entre K’s et FiTi et la d&&ion du minimm lift sur la fonction 
fsi (Lemme IV.1) nous donne par ailleurs: 
I w, 4 4iyR 41 2 w%(W Vi E [0, N] 
La “direction” de Ai &ant celle qui va de pi B qi ‘et at(u) induisant une 
linearisation entre 147,’ et Wi+l , on obtient alors: 
Cette derniere expression, d’apres (IV), est done plus grande que 
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En it&ant jusqu’g l’ordre N on obtient: 
Avec le choix de N on aurait done, pour (T = 1: 
ce qui est abszcrde car &(l?, 1) et qN’(B) E FVN’ qui a b,(B) comme “longueur” 
en chaque point 8. 
Ainsi (a) est faux pour i, E [I, N] et a, E [O, I]. 
La “direction” de 4, et le fait que 0 < u < 1 entraine que (b) est vraie 
pouri=Netu=l. 
Or, &(B, u) est une fonction continue sur u E [0, l] done 3~ E [0, l] tel que: 
a<e, CL) = PNW 
Comme l’action Y, limkrisation locale de @ pour les N premiers retours, 
est au cT pour Y > 2, on applique le thCor&me 2.3 au “morceau” de l’orbite I’ 
allant de p& 2 q, et qui done ne recontre pas les Si. 
Cette propriM et l’kgalitk au-dessus nous donnent ainsi le rCsultat cherchk 
sur X, . 
Le cylindre engendr6 pa.r les orbites de XI + dU = X passant par q se 
referme en q et on obtient done un tore. 
(C) Cl Approximation du Champ Lintfarise’ Yl 
e et N Ctant choisis dans la partie VB, appelons r, la partie de I’orbite r 
comprise entre c et cN’(cN’ = IIN(c Les orbites de X issues de L, (voisi- 
nage de lin&arisation de IV) difinissent un voisinage tubulaire T de I’, 
(On se limite aux arcs d’orbites compris entrel, et&‘). 
On a ainsi 
T n U = c Li x [-1, fl]. 
i=l 
On peut done Ctendre le systkme de coordonnkes (50,~) dCfini sur 
U, X [ -1, + I ] en posant pour un point m = X(t, p), p = (0, z, 0), p E iJ, : 
I P. 
T apparait ainsi comme la sous-variCtC de s1 XIX R(e, Z, $), 19 E [O, 11, 
x E r--p, +p] 1imitCe par les sections dans V: Lo = ((2, 0, K) 1 2~ = O} et 
L,' = {(.%, 8 q/z = c&7, .q]. 
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En fait, chaque composante connexe de T n U, soit Li x C-1, +l], 
in [l, NJ est diffeomorphe a 5’, x I x I = Li x [--I, +I] et il existe des 
diffeomorphismes. 
mELi x L-2 + 21 i i 
- z 
I 
et 6 coordonnees dans U 
iE(l,N) 5 
x 
z = z&z, 8, x) xE[-1, +I] 
e = fl,(z, 8, x) avec e E ~0, 11 
x = x + yl$(B, .z) x E 7459 k k(e). 
Eniin, et pour un choix convenable de 8, initialement, on ne restreint pas 
la gCnCralitC en supposant: 
On notera ainsi 
L; = XWO) 
avec les notations des parties prCcCdentes. p’& est une orbite de Y. 
Ayant choisi une Cl topologie, F sur S1( V) pour qu’un champ L E P(Y), 
tel que L = 0 dans V - T soit tel que 1 L 1 <s v il suffit que: 
IL lC1m = 2; (I L,(m)l, I LO(~ I L,(~~)l, / ?$ (m) 1, etc.) < q(y). 
On va choisir W, et la perturbation Y’ de YI , tel que: 
(a) Y’- Y =0 en V- T 
(b) I y’ - E’ IRT) -c 41). 
Pour p, 4 choisis appelons r’(p, 4) l’orbite perturb&e engendree par X’ et 
prolongee par X jusqu’en pK et qui part done de 4: 
r;,,,) n Lo = 4, &d n G = p; . 
On peut repkrer F[p,pI par une equation 27 = r(Q, 3) 
I1 est clair que 
(4 244 0) = 4(e), PN E r’( P, 4) 
(b) VWZ E r&,*) n (5 Li x I-1, +l]); g jn = X 
i=l 
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N 
(c) En dehors de u Li x [ -1, +1] ~(0, Z) est independant de 3, done: 
i=l 
aY aY -= ax: O et z = con&ante. 
(d) Enfin sur les Li x [-1, +l] et par rapport aux variables (z, 8, x) 
on a: 
ayjax = xf 
ayjae = ap,jae 
aylax = ap,lax. 
Si p --f c et q + c il est clair que V(0, ,z), ~(0, x) -+ 0 uniformCment et 
de plus 
w 
ax 
2 +o ae 
1 
uniformement en 0, x. 
ar 
ax 
C’est-a-dire: ‘de, 3~ tel que 1 p, c 1 < v et 1 q, c 1 < v entrainent 
Pour tout wz E T(p, q) notons TTID,J#z) le plan tangent a F(p, q) au point 
wz et Y’ la projection orthogonale de Y au point m sur le plan tangent 
~r;,,&4* 
11 est clair que ‘de, , 3~~ tel que les conditions (1) entrainent: 
et si l’on pose 
pour i = Z, 0,x 
I J%, - Y(m) I -=c E3
Y(O, x) = Y(y(0, X)) 
yl(O, x) = Y(y(O, x)) 
am4 7- 
a0 
aYp> < E 
ae 3 
Wm) aW4 ( E -- 
a3 ax 3' 
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Soit 9 une fonction Cm de [ - 1, + l] sur [Q, l] tel quc: 
(4 v(t) = d-4 
(b) do> = 1, ~(1) = 0 
(c) q?‘(O) = v’(l) = 0, q’(t) > 0 pour t + 0, 1, -1 
(4 I v’(t)1 < 2, ‘b E 1-L $11. 
On prolonge Y’, d6jk dkfini, en posant pour un point m de coordonnke 
(2, e, n) 
I1 vient immkdiatement: pour m 
Sur I., et L’;, . - Y’(m) = Y(m) et comme E”(8,0 ou 1) = Y(0,O ou Z) 
aYf/am = aYjanz ‘dm EL0 VI&. 
Done, en rCsumC: 
On a: 
j Y - Y’ lcl(~~O) = 0. G-3 
ay' ay 1 ---= 
ax ax p - y(0, z) # ( 
“, 17; ;;, [ Yy#, q - Y(0, “)I 
3 
d’oti 
I 
ay' aI7 
I 
2 --- 
az ax < y E3 
et 
aY/ ay p--f ay , Z-Y@,P) ----= 
ae ae (# .$) _ # TgijP ( p _ r(g, q ) [ w, 2) - y(e, %)I 
+4 
z-,(O,a) aY ay 
p - y(e, z) I ae - %- - I 
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Done: 
ROUSSARIE AND WEIL 
I 
ayf ay 
ae-ae I ( G (p ze2y E3 + 1 E2 1 
et 
I 
ay' ay --- 
aa az d I ( (p 2"Q E3 + 1 ) E2 *
11 suffit done de prendre v suffisamment petit pour que: 
c2 < lnf . ( p2 , 1 T,,, 1 
E <c-LEI 3 4 
pour que 1 Y’ - Y Ic,(ra) < ~~(7) et done, pour que Y’ prolong6 maintenant 
dans toute la variete V (par Y a l’exdrieur de To) soit tel que (grace a (2)): 
Iy’-YI,<-q. 
CONCLUSION 
En se referant aux parties VB et VC et une fois E et N choisis, on prendra 
I@‘, suffisamment petit pour que les conclusions des parties B et C soient 
vCrifiCes simultanement, en prenant, bien entendu, le 7 de la partie B, Cgal B 
7/2 defini dans le Lemme V. 1. 
Ainsi, et en vertu du Lemme V.1, le champ de 2-plans definis par (X’, Y’) 
vCrifie les conclusions de la partie (lo) du theortme CnoncC au debut. 
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